Vektorové prostory

Definice 1  : Nechť W je libovolná neprázdná množina . Řekneme, že W je vektorový prostor   (prvky tohoto prostoru budeme značit 
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a nazveme je  vektory ) , jestliže platí :

a) na W je definována operace sčítání vektorů , která každým dvěma vektorům 
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   jednoznačně přiřazuje vektor  
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 EMBED Equation.2  
 W  ; 

b) na W je definována operace násobení vektoru reálným číslem , která každému vektoru
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 EMBED Equation.2  
 W  a každému reálnému  číslu  a  

 R   jednoznačně přiřazuje vektor  a . 
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  W  ; 

c) tyto operace mají následující vlastnosti  :
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Ve všech dalších definicích či větách W značí vektorový prostor .

Definice 2 :  Nechť V je podmnožina vektorového prostoru  W . Řekneme , že V je podprostorem  W ,  jestliže    V je vektorový prostor vzhledem k týmž operacím sčítání vektorů  a násobení vektorů  reálným číslem jako ve  W .     (  V  (  (   W   ) .

Poznámka   :    Nejmenším podprostorem W je tzv. triviální vektorový prostor , který obsahuje jediný prvek 
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Největším podprostorem W je vekt. prostor W sám.

Lineární kombinace

Definice 3 : Nechť 
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 nazveme každý vektor
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Poznámka: Vektor 
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je lineární kombinací  (LK)  vektorů 
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, právě když existují čísla 
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 Poznámka : Triviální lineární kombinace se nazývá případ, když 
[image: image22.wmf].
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Lineární obal množiny

Definice 4  :  Nechť  M je neprázdná podmnožina vektor. prostoru W.Průnik všech podprostorů prostoru W, které obsahují množinu M, se nazývá podprostor generovaný množinou M a značí se [M]. Množina M se nazývá množina generátorů vektorového prostoru [M].

Uvědomte si , že [M] je nejmenší podprostor prostoru W, který obsahuje množinu M.

[M] se též někdy nazývá lineární obal množiny M.

Věta:  Nechť W je vektorový prostor, M podmnožina W. 


Je-li M = (, je [M] triviální podprostor 
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prostoru W.


Je-li M ( (, je [M] totožné s množinou všech lineárních kombinací prvků z M.

Lineární nezávislost 

Definice 5 : Vektory 
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z W se nazývají

a) vektory lineárně nezávislé , právě když 
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 (tzn., že každá netriviální kombinace vektorů 
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 je různá od 
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b) vektory lineárně závislé, právě když 
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 ( tzn., že existuje aspoň jedna netriviální LK vektorů 
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Věta: Vektory 
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( 1)(W jsou lineárně závislé právě tehdy, když aspoň jeden z nich je LK ostatních.

Báze

Definice 6  :  Množina B ( W  se nazývá bází vektorového prostoru W , jestliže je 

a) B je množinou generátorů W , tj. [B]=W

b) B je lineárně nezávislá množina vektorů . 

Věta : ( Steinitzova)  Nechť 
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je množina generátorů  vektorového prostoru W,           nechť 
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jsou lineárně nezávislé vektory z W  . 

Potom platí :

1)   k 
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2) mezi vektory 
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je možno nalézt k vektorů  tak . že je můžeme nahradit vektory 
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Ze Steinitzovy věty vyplývají tyto důsledky:

1) Každá skupina LN vektorů vekt. prostoru generovaného n-prvkovou množinou obsahuje nejvýše n vektorů.

2) Je-li {
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3) Je-li {
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} báze W, pak každá báze W obsahuje právě k vektorů.

Definice 7 : Řekneme , že vektorový prostor W  je konečně generovaný , jestliže ve W existuje   aspoň jedna  konečná  množina generátorů  W.

Definice 8 :  Nechť W je netriviální konečně generovaný vektorový prostor , dimenzí  W  (dim W)  nazveme počet prvků jeho libovolné báze . Triviální vektor. prostor má dimenzi  0 .

Vektorové prostory se skalárním součinem

Definice 9 :  Řekneme , že W je vektorový prostor se skalárním součinem, právě tehdy, když je dáno zobrazení, které  každým dvěma vektorům  
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Číslo 
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 budeme nazývat skalárním součinem vektorů 
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Úloha :  Ukažte , že předpisem   
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 je definován skalární součin na prostoru Rn  .

Definice 10 : Vektory 
[image: image52.wmf]W
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Definice 11 : Vektory 
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nazveme ortonormální skupinou vektorů, jestliže platí 
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Definice 12 : Nechť V je podprostor vekt. prostoru W . Řekneme, že 
[image: image56.wmf]W
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[image: image57.wmf]0

)

(

=

×

Î

"

Û

®

®

®

v

u

V

u

.

Věta  :   Vektor 
[image: image58.wmf]W
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je ortogonální na podprostor V právě když je ortogonální ke všem generátorům V.

Definice 13 : Nechť V je podprostor W. Množinu všech těch vektorů z W, které jsou ortogonální k V, nazveme ortogonální doplněk podprostoru V v prostoru W a označíme ho V( .

Věta :     Nechť V je podprostor dimenze k , vekt. prostor W dimenze n (1 ≤ k ≤ n ). Pak V(  je podprostor W , jehož dimenze je n-k.

Matice a soustavy lineárních  rovnic 

Soustavou m lineárních rovnic o n neznámých nazýváme soustavu  

(1)      
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Vektor 
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 nazýváme sloupcový vektor pravých stran.

Je-li 
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Řešením soustavy (1) rozumíme každou uspořádanou n-tici  
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 takovou, že dosadíme-li do všech rovnic za neznámé čísla 
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  jsou všechny takto vzniklé rovnosti správné.

Definice 14  :  Maticí typu ( m, n ) rozumíme schéma 

(2)            
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Pokud  m = n , hovoříme o  čtvercové matici n-tého stupně.
Každý řádek (sloupec) matice typu (m,n) lze považovat za uspořádanou n-tici (m-tici) prvků z R. Tyto vektory z vektorového prostoru Rn (Rm) nazveme řádkovými (sloupcovými ) vektory matice (2). 

U každé soustavy lineárních rovnic rozlišujeme 2 matice:

a) matice soustavy (1) – to je matice (2) typu (m , n)

b) rozšířená matice soustavy (1) – to je matice typu(m , n+1)

(3)           
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Definice 15  : Hodností matice  A   typu (m,n)  ) nazveme dimenzi vektorového prostoru generovaného jejími řádkovými vektory. Značíme h ( A ).

Pozn.: Hodnost matice typu (m,n) je nejvýše rovna menšímu z čísel m,n. ( h (A) 

 min ( m,n ).)

Definice 16: Řekneme, že dvě soustavy lineárních rovnic jsou ekvivalentní, jestliže mají stejnou množinu řešení.

Úpravy neměnící hodnost matice:

1. libovolné přemístění řádkových vektorů matice

2. vynásobení libovolného řád. vektoru nenulovým číslem

3. připojení nebo vynechání libovolného vektoru,který je lineární kombinací ostatních řádkových vektorů

4. přičtení k libovolnému řád. vektoru jakékoli lineární kombinace ostatních řád. vektorů

Pozn. : Lze dokázat, že provedeme-li na rozšířenou matici soustavy libovolnou úpravu neměnící její hodnost, pak takto získaná matice je rozšířenou maticí soustavy ekvivalentní se soustavou původní. 

(Dvě soustavy rovnic jsou ekvivalentní , jestliže mají stejnou množinu řešení .)

Frobeniova věta: Soustava m lineárních rovnic o n neznámých má aspoň jedno řešení právě tehdy , když hodnost matice této soustavy je rovna hodnosti rozšířené matice soustavy.

Pozn. :Každá homogenní soustava má alespoň jedno řešení.

Věta   : Jestliže hodnost matice m lineárních homogenních rovnic o n neznámých  je h  , potom 

             množina všech řešení této soustavy W je podprostor aritmetického vektorového prostoru Rn  dimenze  n - h  .

Nyní je W množina všech řešení libovolné homogenní soustavy .

Důsledky předchozí věty :  
a) h = n ( dim W = 0  a  W = {
[image: image67.wmf]®
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b)h (  n ( dim W = n-h  ( 0  tedy nekonečně mnoho řešení , bázi W tvoří n-h vektorů (v zápisu W bude n-h parametrů)

    Řešení soustavy nehomogeních lin. rovnic .  

Věta   :    Nechť je dána řešitelná soustava m lineárních rovnic o n neznámých. Nechť vektor 
[image: image68.wmf]®
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 je libovolné řešení této soustavy a nechť W je množina všech řešení homogenní soustavy, která vznikne z dané soustavy nahrazením sloupcevého vektoru pravých stran nulovým vektorem. Potom množina  
[image: image69.wmf]þ
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  je množinou všech řešení dané nehomogenní soustavy.

Pozn.  :  1) Je-li h = n ; má soustava 1 řešení.


    Je-li h ( n ; má soustava ( řešení (volba n-h parametrů).  


2) Množina W je vektorový prostor dimenze n-h,


    množina X není vektorový prostor ( neobsahuje totiž 
[image: image70.wmf]®
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Determinanty
Pořadím čísel 1,2,…,n  nazveme uspořádané n-tice   
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, v nichž se každé z čísel 1,2,…,n vyskytuje právě jednou.
Pozn.: při daném n je počet různých pořadí z čísel 1,2,…,n roven 
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Nechť 
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 je pořadí z čísel 1,2,…,n  . Pak o uspořádané dvojici 
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různých čísel z tohoto pořadí řekneme, že tvoří inverzi, právě když 
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 , tj. když větší z čísel 
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předchází v daném pořadí číslu menšímu.
Číslo -1 umocněné počtem všech inverzí v pořadí 
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 označíme 
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a čteme signum nebo znaménka pořadí. 

Pozn. : Nejmenší počet inverzí (tj. 0 ) má pořadí (1,2,…,n), 

Největší počet inverzí (tj. 
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Definice 17:Nechť 
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 kde se sčítá přes všechna pořadí 
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Věta   :      Nechť D je determinant (*).
a) Vznikne-li determinant D´ z D  výměnou libovolných dvou jeho řádků nebo sloupců, platí , D´ = -D.
b) Nechť prvky k-tého řádku determinantu D mají tvar 
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 pak D=D´+D´´ , kde determinanty D´, D´´ se shodují s D ve všech řádcích s výjimkou k-tého ; v němž má D´ první a D´´ druhé sčítance.
c) Nechť 
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 Pak D´= c.D  .
d) Má-li determinant D v jednom řádku ( sloupci ) samé nuly , je D = 0.
e) Vytvoříme-li D´ z D tak , že k některému řádku D přičteme lib. LK řádků ostatních , platí D´= D.
Definice 18 : Nechť D je determinant matice A (*) , 
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  jeho lib. prvek a nechť A´je matice , která vznikne z A vynecháním i-tého řádku a k-tého sloupce. Determinant matice A´se nazývá subdeterminant determinantu D příslušející k prvku  
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Definice 19 : Nechť D je determinant matice A (*) , 
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Determinant   
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se nazývá doplněk prvku 
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Věta :  Nechť D je determinant, 
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Věta : O rozvoji determinantu podle prvků jedné jeho řady:

Nechť D je determinant (*), 1≤i≤n. Pak platí :
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Věta : Cramerovo pravidlo):

Nechť je dána soustava n lineárních rovnic
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o n neznámých a nechť determinant (tzv. determinant soustavy)
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Pak daná soustava má právě jedno řešení 
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( Determinant 
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